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等号,相等性に関する認識論的障害
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1.はじめに :問題の所在
はじめに,次のような課題が提示されたときの授業の様子 (一部)を見てみよう。
T: 次の等式を正しいものにするのに,どんな数を入れればよいですか。
246+14=    +246
問題を考えるにあたり,まず教師から等号の意味についての問いかけがなされる。 (T:教師,そ
の他は子ども)
T: この等号は何を意味していますか。
Kr: 等しい? それは何かに等しいの?
Sh: 等号は,何かを足すときに使う。等号がそこにあるから,等号の横に答えを書く。
Ka i 等号は和です。246と14を足せば,その和は260です。
上のような発言から,多くの子 どもは等号を演算を実行する指示記号として考えていることが伺
える。実際, この後別の子どもの発言を受けて,次のように展開される。
Da: 僕は,等号は,6足す6はいくつですか,ときくようなものだと思う。
T: もし,6+6=6+6としたら, こ/Llよ正しい?
Da: いいえ。
さらに,別の子どもは,次のように発言する。
T: Shさん,6+6=6+6は正しいですか。
Shi 私は反対です。6足す6を繰り返しても意味がありません。6足す6を計算した数を書
※1教科教育講座 (数学教育学) Dep?ment of Curiculum and lnsttucdon(MathCmaics Education)
溝口達也 :等号,相等性に関する認識論的障害
ところが ,
くべきです。それが等号の意味です。
ということイま, 6足す 6イま6足す6でイまないということ?
はい。だって,6足す6は12です。6足す6ではありません。
別の子どもの発言を受けて,授業は次のように展開される。
いや,等しいよ。だって,等号の両側は同じ大きさになるよ。
6足す6は,Shさん。
12です。
じゃあ,こっちの6足す6は。
12です。
12は,12に等しくない?
さらに教師は,次のように続ける。
こうはできるかな? 6+6=5+7
いいえ。
どうしてかな?
ええっと,ああ,できます。でも,6+6はだめです。
この授業のエピソー ドは,Mnez_Ludlow&Walgamuth(1998)によって示されたものである。エピ
ソー ド中において見 られる子どもの認識は,我が国の子どもにおいても同様に見受けられるもので
あるといえる。すなわち,等号は,(等式の)左辺に表記される演算の実行を指示するものである,
といった見方である。このような認識は, しばしば矢印としてのそれと位置づけられるものであり,
少なくとも我が国の小学校算数科における学習内容の範囲では,児童が双方向の矢印としての認識
を有しているに止まっていたとしても,それによる児童の困難が顕在化されることはほとんどない。
数学記号としての等号,及びこれに関わる相等性についての子どもの認識は,従来,上記のよう
な算術や代数の領域において,演算や文字との関連において考察されてきた (代数の領域について
は,例えば,KttaII,1981)。これは,等号が,式の中で用いられる記号であることから,当然のこ
ととして認められる。他方,清日(1999)において指摘したように,子どもの等号の認識を捉えるた
めに,我々 は,その対象,定義,及び子ども固有の「相等性」に着目する必要がある。すなわち,
もし,等号で結ばれる対象が子どもの既知のものと異なれば,等号に負荷される定義は,必ずしも
既存のものと一致するとは限 らず,そこには,子どもの有する隠れた「相等性」が反映されるはず
である。上記事例の場合,子どもの既有の等号の定義は上述の通り 《演算の実行を指示する矢印》
であり,(等)式の右辺には演算の実行結果としての数値がその対象としての資格を有するものと
して存在 し得るという「相等性」が潜在的に認められる。従って,教師の提示するような左辺と同
二の式は, この子 どもの 「相等性」に照らし合わせるとき,既有の定義を文字通 り実行し得るもの
ではなく,《実行結果》の解釈を拡大することで,同一でない式が辛うじて認められる。いずれに
しても, こうした状態における子 どもの等号,及び相等性に関わる認識は,等式の左辺と右辺が同
時的に存在するものとして認められるものではなく,後述するように,むし/D一方から他方への行
為の結果として認められるものである。
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しかしながら,等号 (あるいは等式)には,本来行為 としての側面 (すなわち時間的側面)は関
与せず,等号 (あるいは等式)によって示される対象の関係 (通常の意味での相等関係)を認識す
ることが要請される。子 どもがこの認識を達成するためには,従って,それを可能にする子どもの
何 らかの 「相等性」がここに関与するはずであり,我々 はこれを顕在化させることにより,学習指
導上の示唆を得る可能性が指摘される。
このことを確認するにあたり,従来用いられてきた場面 とは異なるものとして,図形の領域にお
ける等号の使用に焦点を当てることで,子どもが,どのような等号の用い方をするかを捉える。こ
れは,後述するように,算術や代数の領域とは異なる特徴として,等号が本来有する,関係を表象
することを,子どもにとってより自然に把握され得る手段であることが期待されるからである。
以上のことより,本研究の目的は,以下の研究課題を解決することである :子どもは,図形領域
において用いられる等号について, どのような認識を有しているか,また,その固有の困難はどの
ようなものか。
この課題を解決するために,以下のような方法をとる。
1)与えられた図中より適当な三角形を選択し等号を用いた式を立式させるといった調査問題
を開発する。
2)小学校 6年生,中学校 1年生及び中学校2年生を被験者として,開発した調査問題を実施
する。
3)実施した調査問題に対する回答に現れる記述を基に子どもの認識を顕在化する。
4)さらに,回答中の記述において用いられる言語を観点とした分析を行い,等号,及び相等
性に関する認識論的障害を提起する。
2.調 査
(1)調査 問題
本研究においては,上記課題を解決するための調査を実施するにあたり,以下のようなような問
題を開発した。
『下の図の中から,適当な三角形を選んで,=を用いた式を,できるだけ多く作って
下さい。また,その式がいえる理由も述べて下さい。』 (図1)
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修)調査の対象
下表 (表1)のようにj 鳥取県内の小学校,及び中学校の児童・生徒を対象とした。
表1 調査の対象
学年  小6 中 1
(ノく)
調査対象の設定は,次のような理由による。第一に,文字式の学習を通じて,関係を表象すると
いう等号についての理解が進むと考えられることから,この前後を対象とすること,第二に,等号
同様,関係を表象する記号 としての合同 (≡)及び相似 (∽)を学習する以前の子どもの認識を明
らかにしたいという意図による。
偲)調査の方法
開発した調査問題を質問紙形式によって実施した。調査は,2000年6月16日～18日に,各学年
とも10～15分程度で,各学級担任の監督の下に実施された。
(41 調査結果の概要
調査結果の概要は,表2及びそのグラフ (図2)イこよって示される通りである。表1は,子ども
が作った式に対する理由の観点で示されている。一人の子どもが,複数の回答を行っているため,
示される数値は重複回答の結果である。
表2 縫 為課 蝋 要
中 2
156
面積  二等辺三角形  直角三角形  合同 相似  その他の性質
増ヽ6  708%   181%
中 2
846%
73.5%
190%
177%
319%
30.8%
245%
50.0%   583%      625%
中 1 49,4%   532%
544%   388%
7%
19.0%
?﹈?﹈?﹈????
ダ`
図2 調査結果の概要
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本調査問題のいわゆる 「正答」 としては,上図 (図1)1こ示される三角形の面積が等しいことを
等号を用いて示すことである。各学年とも, 7割超がこの点について回答している ll・1)_方で,そ
の他の理由に基づく等式を作っている。特に,「相似」で示される回答 鮭2)は,学年進行とともに
減少 してきてはいるものの,高い割合を示 している。さらに,「二等辺三角形」や「直角三角形」
で示される回答の割合も,決して無視できるほど低いものではない。子どものこのような実態は,
いかなる要因によるものであるのか。 この点にこそ,本研究の主要なテーマが介在する。以下に,
特徴的な中学校第 1学年,及び第2学年の生徒の記述を事例として示す。
15)生徒 の記述
以下に示す事例は,回答用紙の各々の子どもの記述を子どもごとにすべて転記したものである。
① 生徒AU(中1)
△ABC=△TS1/=△PR2,△⑤り =△0′ИW図形 の形が 同 じで ある
△ABC=ΔDβF=△STy
② 生徒 GY(中1)
△CFrr=AJKL=△ん4Ⅳ0
ADEF=△yKL
△ABC=△ST1/
△ABC
△ST1/=△P2R
ADEF=△ABC=△STT/
③ 生徒NS(中1)
△G"=ADEF
△G胴=AyFL=帥御 0
④ 生徒 TM(中1)
△AβC=△ST1/
△ABC=DEF=△STy
ADEF=△yKL
△G脚=△yKL=郎州 ο
△ABC=△ST」=△P@R
⑤ 生徒IS(中2)
面積が同じである
直角三角形だから
二等辺三角形だから
同じ大きさの三角形だから
APσRを逆にして縮小すると, △ABC, △ST」と
同じだから
面積が同じだから
大きさが同じ
△α宵の辺Crのところに線対 しょうに図形をか
くと同じ大きさ
三つとも直角三角形
同じ形
面積が同じ
二等辺三角形
直角三角形
底辺の長さと高さの長さの比が同じ
△ABC=△ざL/T
△STy=△P2R,△ABC=AP2R    拡大 と縮 小 の関係
△ABC=△Tys
ADEF=μ【L
△ABC=ADfF
⑥ 生徒 US(中2)
△ABσ=△STy
△ABC=△ST」
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底辺高さが同じ/形も同じ
二等辺三角形同じ
色が同じ
面積が同じだから
周囲の長さが同じだから
3.「同じ」 :等号を示す言葉
子 どもの等号の認識に関しては,これまでにも,演算上の行為として結びついた認識としての誤
りが示唆されてきた(Kieran,1981;Shncz_Ludlow&Walgamuth,1998;Piric,1998)。例えば,下のよ
うな事例 (小4)は,そのような指摘の示すところである。
□×6+100=940
=〇 十100=940
=(=)=940-100=840
=840=〇
=□×6
□×6=840
回=840■6
□=140 (溝口,1999)
Pirie(1998)によれは このような子どもの実態は, `″ο陥ソθr・b9F躍,筋ιれα施,′んりηうο′た肋η
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の問題 として指摘されるものである。すなわち,算数・数学において用いられる (音読される)コ
トバから記号的言語への移行上の問題である。実際,算術や代数の領域における子どもの等号の認
識に関する問題の多くは,Pirieの指摘する点に含まれる。上の事例においても,児童 (小4)は,
等号をあたかも矢印として用いているといえる。実際,小学校低学年のたし算や引き算の学習にお
いては, このような等号の用い方であったとしても子どもは問題を解決し得る。しかしながら, こ
うした算術や代数の領域で見られた子どもの等号の認識の仕方は,本調査におけるような図形の領
域においては見られない。
本調査問題において,子どもは,暗黙のうちに,三角形同士の関係を尋ねられている。日本語で,
等式 (あるいは方程式)を音読するとき,通常,「～は.…です」といった表現が用いられる。そし
てこの表現は,本来,方向性を有したものである (Fl・eudenthal,1983;溝口,1999)。すなわち,3+4
=7という等式において,7は構成される対象である。一方,本調査問題においては,三角形は,
すでに構成されているものである。子 どもが構成する対象は,そうした三角形同士の関係である。
このために,算術や代数の領域で見られるような問題は,本調査問題に対する回答の中には表面化
してこない。しかしながら,別の固有の問題が次のように浮上してきているといえる。
もし,子どもが△AβC=△TE/Sを音読すれば,「△AβCと△T1/Sは同じですJとするであろうこと
が予想される。前章で示 した生徒の記述に見られるように,子どもは,理由の記述において, ごく
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一部の記述で 「等 しいJあるいは「いっしょ」という表現がとられるのを除いて,「同じJという
表現を多用 しており, これは,全学年に共通していることである。子どもにとって,等号で示され
る関係は, まさに 「同じ」関係なのである。日本語で「同じ」とは,『「等しい」が、ある観点で
は異なることを認めながらも、今論ずる点では差がないというのに対し、「同じ」は今問題になる
重要な諸点ではすべて等 しいという気持で言う。』 (岩波国語辞典第五版)とある。子どもが用い
るこれらの語の意味が,必ずしもこうした辞書的意味であるかは明確ではないものの,少なくとも
子どもは,面積が「等しい」三角形を尋ねられれば,そのように回答するであろうが,子どもにとっ
て, まさに 「今問題になる重要な諸点ではすべて等しい」という意味でこの語を用いているといえ
る。すなわち,子どもは調査問題における 「=を用いた式」を語 「同じ」をもって翻訳していると
見ることが可能である。逆に,Sttinbring(1998)によれば, 日常言語から数学的な専門的言語への移
行に関して,「学習や理解の特殊な場合において,誰しも “卓越した手段 (η?ゎ訪εα溢)"を認めな
ければならない」 と指摘されるように,我々 は,子どもの等号を表現する言語に関して,そのよう
な 「卓越 した手段」を本来必要 とするはずである。にもかかわらず,実際には,この「同じ」とい
う表現が,数学的な意味づけなしに, 日常的な意味づけにおいて用いられているわけである。
4.等号の認識を提える枠組みに基づく考察
溝日(1999)は,子どもの等号の認識の変容を捉える観点を以下のように設定した。すなわち,1)
等号によって結合される対象の変容を契機として,2)等号の定義が進化し,3)そうした表記面に
おける変容を評価 (価値判断)するものとして子どもの固有の「相等性Jを位置づけた (図2)。
図3 了どもの等号の認識を捉える枠組み
この枠組みに基づけば,本調査における子どもの回答は次のように解釈される。例えば,生徒GY
の回答における2番目及び5番目の記述から,ADEFは,生徒GYにとって面積を表しもすれば, こ
の図形の特徴 (性質)を表す表記でもある。等号で結ばれる関係は,本来数値に関する相等である
が,生徒GYは,他の理由による関係を示す。すなわち,生徒GYにとっての等号の定義はそのよう
な多様な意味を有するものであるわけである。このような子どもの示す困難の起源は,彼らの有す
る「同じ」 という語で表象される概念にあり,まさにこれが,子どもの「相等性」を支配している
と指摘される。
5。 「同じ」 :等号,相等性に関する認識論的障害 (注3)
これまで,数学教育における認識論的障害研究の主要な方向は,数学的概念の発達の歴史上,直
?
?
?
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接的にその時々における概念の痕跡を分析することによって得られた認識論的障害であった。一方
で, この概念の創始者であるバシュラール (Gaston Bachelard)に立ち戻るならば,そうした歴史を
通 じて見 られる認識の傾向そのものにも注目する価値がありそうである ll・4)。バシュラールは,
『科学的精神の形成』(1938/1993)の1つの章として,「ことばの障害 οう∫筋cカッιわα′」を取り上げ
ている。そこでは「海綿 っοη
=η
θ」という語を例に,数々 の身近なイマージュの過度の拡大 αセヵ∫ユο々
αう″すッι諺∫,胞αg?s/9脇ガ
'ε
ttsが歴史において見られることが指摘される。それは,「たちたかとうの
イマージュ,あるいはたった一語が,すべてを説明しつくしている」(及川他訳,p100)ようなもの
であり,「イマージュの積み重ねがあきらかに理性に反するということ,不用意に重ねられた具体
的な事象が,現実的な問題の抽象的で判明なる見方を妨害するJ(及川他訳,p102)ようなものであ
る。
では,数学教育という営みにおいては,そうした事例としてどのようなものが見られるであろう
か。実際,「あらゆるコミュニケーションの手段は,ある仕方での児童・生徒の理解を支援し得る
ものであり, また別の仕方でそうした理解を妨げるものでもある。教師,そして児童・生徒にとっ
て何が数学学習の障害 となり,また支えとなるのか,という問いは数学教育研究において主要な課
題でもある。」(Stcinbring,ct al.,1998),と指摘されるところである。
そのような 1つに,本稿で扱 う等号 “="をあげることが可能である。この定義は,数学におい
て次のように述べられる:2つの記号 α,うが同一の数学的対象を表すとき, αとうは互いに相等し
い (単に等しい)関係にあるといい,記号で α=うあるいは う=αと表す (竹内,1967)。ところが ,
数学の歴史において,この記号が確立したのは,1600年代初頭であり,それまでに “="の代わり
として,αθ?",どθ∫,9ι?フα々r,r,ι∫
=α
′?,ヵθテ,/1r, =ヵ?′りじた,ど′θJε力のような語が用いられたり,
あるいは略記として,9?が用いられてきたのである(Cttori,1993)。このことは,記号 “="が用い
られる以前に,それに代わる様々な音読可能な語が割り当てられてきたことを意味すると考えられ ,
そのような語が個々に「イマージュJを備えていたことは十分に考えられることである。さらに言
えば,上の定義においても 「同一Jという語が用いられている。果たして,「同一」はいかにして
定義され得るのか。そもそも,「同一Jという語を用いずに定義を述べることは可能でないのか。
換言すれば,我々 が通常受け入れる定義においてさえ,そうした認識の痕跡が言語を介在して存在
すると見ることができる。
では,現在の児童・生徒たちは,記号 “="をどのように読むか。すなわち,この現出こそが上
記の 「同じ」に他ならない。この児童・生徒たちの言語上の習慣は,バシュラール流にいえば「そ
のイマージュがかならずしも消えさってしまうものではなく,ひとり歩きする思考を生みだすこと
にあり,イマージュの領域において補足され,自己完結 しようとするJ(1938/1993,及川他訳 ,
p.111)傾向を帯びているのである。
本調査において,与えられた複数の三角形の図に対して, “="を用いた式を作るように児童・
生徒は指示されるが, これに対 し,「同じ」という語から連想し,「同じ直角三角形だからJある
いは 「同じ二等辺三角形だから」 といった理由により “="による式を作っているのである。実際
には,児童・生徒は,等式が数値に関する相等性を示すものであることを学校数学において直接的
には指導されてきていない。 しかし,そのことについて 「正しいJあるいは「誤り」の評価をする
問題 とは異なる次元 において,語「同じ」が,より正確にいえば,「同じ」の背後にある児童・生
徒の認識が認識論的障害 (Janvier,1998,溝口,1995a,1995bi Siettinska,1994)として機能 している
ことが示されるのである。
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6。 永3'わりに
(1)研究の結論
本稿では,冒頭で述べた研究課題の解決を目的として,実態調査を基に,子どもの等号,相等性
に関する認識を明 らかにし,その固有の困難の起源として語「同じ」によって表象される概念を認
識論的障害として特定した。
12)今後の課題
今後の課題 として,子どもが 「同じ」という語に関する認識をどのように発達させるかというこ
とについての継続的な追跡調査,及び個々の子どもの「同じJについての具体的な認識対象の範囲
を捉えることが必要とされる。
注
(注1)ただし,「合同」で示される回答では,その多くが,「△ABC=△TUS」を回答したもので
ある。本調査の対象である児童・生徒は,「合同」について未習であり,実際には「等しい
(相等)」 と同義にこの語を用いていると解釈できる。
(注2)「合同」同様,本調査の対象である児童 。生徒にとって 「相似」は未習の内容であるもの
の,実際の子どもの記述においては「拡大・縮小Jや「形が同じJという表現で示される。
(注3)認識論的障害は,そもそもフランスの科学哲学者であるガス トン・バシュラールによって
提起された科学史を記述する上で必要とされた概念である。教育においてこれを議論すると
き,一般に,子どもの誤 り (御7)の起源として,個体発生的起源,教授学的起源,認識論
的起源を考え, この第二の起源による障害を認識論的障害と呼ぶ。従って認識論的障害は,
「活動のある領域においてはよく機能 し,それゆえよく確立しているにもかかわらず,次に
は,機能不全を起 こし矛盾を導くような他の文脈においては満足に作用しない認識」と定義
される(Brousscall,1983)。数学における認識論的障害は,数学的概念の本性自体に,またその
ような数学的概念が発達 してきた文化的枠組みによることから,過去の数学者が経験した囚
難と極めて類似したものであることが指摘される。
(注4)実際,バシュラー ル(1938/1998)の指摘する認識論的障害は,「ことばの障害Jの他にも,
「最初の経験虎フタ,97Tεθ pr9れ,εκ」や 「アニミスムの障害 ルうd勉じ膨,乃協
'd〃
」等のように,一
般的な認識の傾向としてまとめられている。
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Summary
This research focuses on studentsi conceptions ofthe cqual symbol and on thcir notion
of equality、vhich evaluates the equal symbol,espccially in the field of geomettic agures rather
than the field of arithmetic or algebra.The purpose of this pap∝is sol?ng a ttsettch sutteCti
‖what conccptions do students have of thc equal symbol used in the field Of geometric figures,
and what Υe ltcir pecuhar difficulties?詢 For this, in this research,the survcy cattmes out for
the sixth)the scventh,and the eighth graders,in which students chose suitablc sets of ttianglcs
frona the proposed figures, makc the expressiOns using he cqual symbol, and desc?bc the
reasons、vhy their cxpressiOns tte valid.Analysis is lnade fl・oln the vicwpoint o  language to
clarify students conceptions and their difficultics based on their descriptions.As a conclusion,
the notion of‖ο/Eαμ
‖ is idcntined as an eplstcmologlcal obstacle x】ated to thc cqual syコabol
and the notion of equanty.
